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De spiraalstructuur  &  het Van Iterson diagram  ,  ©  Hans Bär , 2006
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In dit stukje zal ik proberen wiskundig zo helder mogelijk toe te lichten hoe spiralen zoal verlopen in allerlei structuren zoals je die in de natuur tegenkomt. Denk bijvoorbeeld maar aan de typische ordening van pitten in een zonnebloem. Dit principe van ordenen langs spiralen heeft alles te maken met hoe nieuwe cellen en pitten elkaar verdringen tijdens het groeiproces, een proces waarbij de onderlinge krachten bepalen, hoe cellen en pitten zich naar elkaar schikken.
Het idee daarbij is dat cellen en pitten steeds de weg van de minste weerstand volgen. Dat kost namelijk ook de minste energie, en bovendien ontstaat daardoor een heel effectieve, compacte ordening.  De “phyllotaxis”, de leer over de stand van bladeren bij bomen en planten, is hier in sterke mate op gebaseerd. Ook in andere groeiprocessen zal dit principe ongetwijfeld van invloed zijn op de uiteindelijke vorm, al spelen daar zeker ook nog andere factoren een belangrijke rol in.
De tekening hierboven is er een in een plat vlak. In werkelijkheid zie je in de natuur nu juist heel veel vormen, zoals de dennenappel, de ananas en de cactus, om er een paar te noemen, die een sterk gekromd oppervlak vertonen. Daar komt bij dat er in de regel sprake is van een zekere groeifase, waarin primordia versneld in grootte toenemen tot ze hun volle omvang bereiken. 
Wiskundig is een en ander feitelijk terug te brengen tot een heel eenvoudig principe, namelijk: hoeveel cellen kun je precies kwijt op een gegeven omtrek zoals hierboven weergegeven zonder dat ze elkaar daarbij in de weg zitten. Als je goed kijkt naar het zonnebloemplaatje, dan valt op, dat opeenvolgende pitten samen ruitjes vormen. Dat is ook niet zo verwonderlijk als je er althans even van uit gaat dat naburige pitten ongeveer even groot zullen zijn. Het is dan ook dit typische ruitjespatroon - in de litteratuur aangegeven als “rhombic lattice” – dat kenmerkend is voor deze structuur. De vorm van al deze ruitjes is gebonden is aan zekere grenzen. Om precies te zijn kunnen hoeken hierin niet kleiner worden dan 60 graden en ook niet groter dan 120 graden. Want pitten zullen immers bij deze twee hoeken óók in de richting een van de diagonalen van een ruitje tegen elkaar aan komen te liggen. Een dergelijk ruitje is dus eenvoudig niet verder af te vlakken.

Dat nu is precies de reden, waarom pitten zich vanaf dat moment naar buiten toe op een andere wijze zullen ordenen langs andere spiralen. Daarbij gaat de vlakst verlopende spiraal in de regel over in een nieuw type spiraal die veel steiler verloopt, terwijl de andere spiraal dan weliswaar netjes doorloopt, maar met een minder sterke kromming. En op enig moment zullen ook die twee spiralen naar buiten toe zo vlak verlopen, dat ook deze vervolgens overgaan in een nieuw tweetal. 
Heel karakteristiek is, dat de twee spiralen steeds verlopen in tegengestelde draairichting. 
En dat is niet zomaar. Dat laat zich namelijk erg goed verklaren a.h.v. de krachten die pitten onderling op elkaar uitoefenen. Het blijkt dat dit een heel basaal gegeven is voor het kunnen bestaan en ontstaan van spiraalstructuren in allerlei uiteenlopende vormen in de levende natuur. 

Bekijk je nu nog eens het rechter plaatje hierboven, dan zie je hierin getekend een verzameling van pitten op een zekere ‘vaste afstand’ van het middelpunt, zodanig dat deze samen een gesloten contour vormen. Als je deze contour langsloopt met de klok mee, dan zie je onmiddellijk een heel opvallend patroon: steeds één of twee stapjes naar buiten gevolgd door één stapje naar binnen. Als je die stapjes telt, dan zie je in dit voorbeeld rechtsom precies 34 stapjes buitenwaarts en 21 binnenwaarts. Dit zijn niet toevallig ook precies de aantallen spiralen in de twee tegengestelde draairichtingen. Knip je deze contour vervolgens open en rol je hem uit, dan is de lengte van het lijnstuk dat je in dat geval krijgt gelijk aan de omtrek van de contour hiervoor.
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Ik heb er hier een deel van getekend. Neem nu even aan, dat de diameter van cellen en dus ook de afstand tussen opeenvolgende cellen steeds ongeveer even groot is. De vraag is dan natuurlijk in welke richting al deze stukjes precies verlopen t.o.v. de horizontale lijn. Wel, het zal duidelijk zijn, dat het dan eigenlijk niet uitmaakt of je eerst alle buitenwaarts gerichte stapjes direct na elkaar tekent, gevolgd door alle naar binnen gerichte stapjes. Ik neem daarbij tevens aan dat de richting van al die lijnstukjes t.o.v. de horizontale as ongeveer hetzelfde zal zijn. Dat maakt een en ander meteen een stuk eenvoudiger. Je krijgt dan namelijk een driehoek met een basislengte, gelijk aan de omtrek van de contour, en twee schuine zijden met een lengte van 34 resp. 21 keer de doorsnee van een cel, en wat algemener  (m)  resp.  (n)  keer deze diameter. Deze parameters  (m)  en  (n)  zijn karakteristiek voor het aantal spiralen links- en rechtsom en het verloop ervan in dit deel van de zonnebloemstructuur. Men noemt dit met een moeilijk woord ook wel de “parastichy numbers”, typerend voor dit deel van het ruitvormige raster. Een mond vol misschien, maar wel zo handig als dit soort begrippen je bekend voorkomen. Het komt er op neer, dat je na  (m)  stapjes langs het ene type spiraal naar buiten toe, gevolgd door  (n)  stapjes naar binnen toe langs het andere type spiraal vanzelf weer uitkomt bij eenzelfde pit of cel.

Nu is dit niet het enige wat je er over kunt zeggen, want als je cellen ook nog eens nummert naar tijdstip van ontstaan, dan mag duidelijk zijn dat  (n)  stapjes met een celnummertoename van  (m) per stapje op hetzelfde neerkomt als  (m)  stapjes met een nummertoename van  (n)  per stapje.

En dat impliceert onmiddellijk, dat tussen cellen langs het ene type spiraal de celnummerafstand toeneemt met  (m)  en langs de andere spiraal met  (n).  Doet zich vanzelf de vraag voor hoe twee cellen, die vlak na elkaar zijn ontstaan, in een dergelijk raster t.o.v. elkaar zijn gepositioneerd. Wat is dan precies de hoekafstand, waarover deze cellen t.o.v. elkaar zijn verdraaid? 
Dat is een hele interessante vraag, want dát gegeven bepaalt in veel gevallen hoe bijvoorbeeld opeenvolgende bladeren bij verschillende bloemen- en plantensoorten t.o.v. elkaar zijn verdraaid.
Deze typische wijze van ordenen zie je dus niet alleen terug in zonnebloemen of dennenappels, maar ook uitdrukkelijk in de wijze waarop opeenvolgende bladeren aan een steel ontspringen. 

En het is dan ook allesbehalve toeval, dat we in de natuur veelvuldig verhoudingen of aantallen  tegenkomen, die op een of andere wijze worden bepaald door getallen uit de reeks van Fibonacci en varianten daarop. Ook de karakteristieke “Gulden Hoek” van 137,5 graden, waarover bladeren bij diverse plantensoorten t.o.v. elkaar zijn gekanteld, heeft hier alles mee te maken.

Tijdens het groeiproces raken cellen die vlak na elkaar zijn ontstaan aanvankelijk steeds verder van elkaar verwijderd. Niet zo vreemd als je bedenkt, dat oudere cellen zich tijdens dit proces over een steeds grotere omtrek zullen verspreiden. Maar waar liggen ze in deze spiraalstructuur t.o.v. elkaar?  Hoeveel stapjes moet je afleggen langs het ene type spiraal resp. het andere type spiraal om uit te komen bij precies díe cel, die de ‘eerst-oudere’ is t.o.v. de oorspronkelijke cel?
Of wat exacter geformuleerd: welke getallen  (a)  &  (b)  voldoen aan het gegeven, dat je na  (a)  stapjes naar buiten langs de ene spiraal, met een celnummertoename van  (n)  per stapje, gevolgd door  (b)  stapjes binnenwaarts langs de andere spiraal, met een celnummerafname van  (m)  per stapje, precies uitkomt bij die ‘eerst-oudere’ cel, ofwel in formule:  N =( a . n – b . m ) = 1 ?  
Wel, dat is wiskundig gezien nog een knap interessant probleempje om op te lossen, daar kom ik zo dadelijk nog op terug.

Na deze uitgebreide inleiding nu het echte werk. Eerst maar eens wat elementaire meetkunde.
Getekend zijn de twee richtingen waarin de spiralen verlopen t.o.v. de contour en t.o.v. elkaar.
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Voor de getekende driehoek gelden dan - met een celdiameter
[image: image5.wmf]D

- de volgende eigenschappen :
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zodat:
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Dit geeft ingevuld in de eerste vergelijking bovendien nog :



[image: image11.wmf]]

)

cos(

.

.

.

2

[

2

2

2

b

C

A

C

A

B

-

+

=



Voor de hoogte van de driehoek geldt :
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Voor de andere twee hoogtelijnen van de driehoek geldt in principe eenzelfde redenering, zodat :
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Vul je nu een en ander in, te weten :
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dan resulteert dit in functies van 
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de hoek waaronder spiralen t.o.v. elkaar verlopen :
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De indices 
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 zijn hier dus de “
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parastichy

” van dit specifieke spiraalstelsel, waarbij je moet bedenken, dat een structuur is opgebouwd uit opeenvolgende spiraalstelsels.

Voor hoek
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 geldt hoe dan ook altijd de restrictie :    
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Dit houdt tevens een begrenzing in voor de mogelijke waarden van 
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voor dit stelsel :
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Het is déze variabele die bepaalt welke combinatie van spiralen mogelijk is, en dat hangt af van zowel de - al dan niet gekromde - vorm van het oppervlak als van de groeisnelheid van cellen. 


Als in de laatste formule het maximum wordt bereikt – áls - dan zullen cellen zich vervolgens schikken langs twee nieuwe spiralen, en in principe bestaan daarvoor altijd twéé verschillende mogelijkheden. Immers is :

1)  de bovengrens van stelsel 
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 precies de ondergrens en het begin van stelsel 
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     en is 
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 dan volgt in principe altijd de spiraal-overgang :  
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2)  maar de bovengrens van stelsel 
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 is tevens ook de ondergrens van stelsel 
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    en voor 
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 geldt dan in principe altijd de overgang :   
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Je ziet veelal dan ook om en om steeds de ene en vervolgens de andere index veranderen. 
En dat houdt in, dat in opeenvolgende spiraalstelsels de steilste spiraal alternerend linksom en rechtsom verloopt. Nu is er op deze regel sowieso al één uitzondering te noemen, al komt die nu ook weer niet zo vaak voor.

De Lucas-variant begint namelijk met de opeenvolgende spiraalstelsels ( 1, 1 ) , ( 2, 1 ) en ( 3, 1 ) en vervolgt dan netjes alternerend met ( 3, 4 ) , ( 7, 4 ) , ( 7, 11 ) , ( 18, 11 )  etc. 
De overgang ( 2, 1 )
[image: image40.wmf]®

 ( 3, 1 ) is eigenlijk een buitenbeentje en ligt dan ook niet zo voor de hand.
De Fibonacci-variant zie je daarentegen veel vaker, en déze begint met ( 1, 1 ) , ( 2, 1 ) en ( 2, 3 ) en gaat dan verder met ( 5, 3 ) , ( 5, 8 ) , ( 13, 8 ) , ( 13, 21 ) enz.  Ook meervoudige spiraalstelsels komen regelmatig voor, bijvoorbeeld beginnend met de indices ( 2, 2 ) . Hier kom ik nog op terug. 
Is eenmaal de basis gelegd voor een bepaalde variant, dan zet een patroon zich als vanzelf voort.

Zoals ik al opmerkte, levert een spiraalstelsel, waarin spiralen om en om in tegenovergestelde draairichting verlopen, een veel betere pakking dan een model waarin spiralen aanvankelijk in eenzelfde draairichting verlopen. Het uiteendrukken van cellen tijdens het groeiproces gaat in de Fibonacci-variant blijkbaar met minder energieverlies gepaard dan in de Lucas-variant. 
Men noemt het gegeven van tegengesteld gerichte spiralen ook wel “the opposedness condition”.
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Nu is met name interessant wat exact de positie is van cellen t.o.v. elkaar, die direct na elkaar zijn ontstaan. Als je elke cel een nummer geeft, afhankelijk van de volgorde waarin deze zijn ontstaan, dan is het hier dus vooral te doen om cellen met een opeenvolgend celnummer.
Díe onderlinge positie is precies hetgeen in een ‘van Iterson diagram’ wordt weergegeven.

Gaande langs de linkerzijde van de driehoek neemt het celnummer per stap toe met (n) en langs de rechter-zijde met (m).  Ga je dus (a) stappen langs de linkerzijde omhoog en (b) stappen langs de rechterzijde naar beneden, dan neemt het celnummer  N en inherent ook 
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 toe met : 
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M.b.v. van de eerder gevonden waarden voor 
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met :    
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Nu gaat het eigenlijk niet eens zozeer om de exacte waarden van 
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 en 
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, maar veeleer om de genormeerde waarden. En wel in het bijzonder het quotiënt 
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, dát is namelijk het deel van de cirkel waarover cellen met een onderling nummerverschil 
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 t.o.v. elkaar zijn verdraaid.
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Wel, dit is een mooi resultaat, want door elimineren van
[image: image59.wmf]b

 als enige variabele in deze formules is dit direct te herleiden tot een zuivere cirkelvergelijking van de vorm :
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Het linker- en rechterpunt van de cirkel bepaal je door 
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 de waarden :
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Dat het hier daadwerkelijk om een cirkel gaat, blijkt als je een en ander iets anders formuleert :
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Vermenigvuldig je deze twee termen met elkaar, dan volgt vanzelf een zuivere cirkelvergelijking :
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Voor het middelpunt 
[image: image69.wmf]C
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 en straal 
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 van de cirkel vind je dan de bijbehorende waarden :

            
[image: image71.wmf])

(

)

(

)

.

.

(

)

(

)

(

.

2

1

2

2

2

2

n

m

N

n

m

m

b

n

a

n

m

b

a

n

m

b

a

R

C

-

D

=

-

-

=

+

+

-

-

-

=



            
[image: image72.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

-

-

=

)

(

)

.

.

(

(

)

(

.

2

1

2

2

n

m

n

b

m

a

n

m

b

a

n

m

b

a

M

C



Voor opeenvolgende cellen met een onderling celnummerverschil 
[image: image73.wmf]1
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 zie je overigens iets heel opmerkelijks, want zowel 
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 als 
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 zijn dan blijkbaar steeds gehele getallen !
En dat is niet het enige. Naar blijkt heeft deze cirkel zowel het linker- als rechterpunt op de horizontale as gemeen met cirkels van stelsels met andere ‘parastichy numbers’ 
[image: image76.wmf])

,

(

n

m

.
Zie hiervoor het hierna nog te tekenen ‘van Iterson-diagram’. Daar komt dat goed in tot uiting.

Welk deel van de cirkel precies deel uitmaakt van dit diagram en welke divergentiehoeken hierbij precies horen voor cellen met opeenvolgende celnummers, wordt bepaald door de beperking dat hoek
[image: image77.wmf]b

 minimaal gelijk is aan 
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      met :   
[image: image81.wmf]2
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Echter eerst nog even de zojuist getekende driehoek met in dit geval genormaliseerde waarden.


[image: image82]

Waar het hier om gaat is het omcirkelde gebiedje, met daarin getekend de ‘eerst-oudere’ cel, gerekend vanaf de horizontale as. Deze cel bevindt zich op het snijpunt van een tweetal lijnen, die de richting aangeven van de spiralen in dit punt. Samen vormen deze een driehoekje met dit snijpunt als toppunt. Het is eenvoudig te zien, dat de vorm hiervan exact dezelfde is als die van de grote driehoek. De zijden ervan verhouden zich kortom op dezelfde wijze als de zijden van de grote driehoek. De lijn van schuin linksboven snijdt de horizontale as in het punt (a/m) en de lijn komend van rechtsboven in het punt (b/n).  Bovendien heb ik nu nog een derde lijn ingetekend, waarvan de richting samenvalt met die van de diagonaal van de diverse ruitjes. Dat houdt in, dat deze lijn hoek  precies in tweeën deelt. Het is dus tevens de deellijn van de tophoek van de driehoek. En hier volgen een aantal interessante eigenschappen uit voor de overgang naar een nieuw spiraalstelsel. Dat is dus exact het geval, wanneer tophoek  gelijk is aan 120 graden.


[image: image83]

Naar blijkt is de x-coordinaat van het snijpunt van de deellijn met de horizontale as te schrijven als het quotiënt van de som van de tellers  (a)  en  (b)  en de noemers  (m)  en  (n)  van de twee hoekpunten. De divergentiehoek  ( x / 2πR ) , hier uitgedrukt in cycles, ligt hoe dan ook altijd tussen de waarden  (a/m)  en  (b/n) , waarden die elkaar naderen voor toenemende (m)  en  (n) !


[image: image84]
In deze figuur is de grote cirkelboog de verzameling van al die punten, waarvan de afstanden tot de twee hoekpunten van de grote driehoek op de x-as zich tot elkaar verhouden als  (1/n) : (1/m).
Hierbij variëert tophoek van deze driehoek van minimaal 60 graden tot maximaal 120 graden. 
Op het moment, dat tophoek  gelijk is aan 120 graden, wordt deze opgedeeld in twee hoeken van elk 60 graden. Er zijn dan in principe twee mogelijkheden, hoe de positie van de eerst-oudere cel vervolgens verloopt, hetzij langs de kleinste boog naar links, hetzij langs de middelgrote boog naar rechts. Omdat in dit geval ( m > n ) , geldt hier vanzelf de laatste optie: een overgang dus van stelsel ( m, n )  naar stelsel  ( m, m + n ) . De grote driehoek gaat daarbij over in de kleinere deeldriehoek rechts, en hiervoor geldt dan exact weer hetzelfde verhaal. Je ziet bovendien, dat opeenvolgende bogen alternerend links- en rechtsom verlopen ( -> “the opposedness condition” ).
Een en ander leidt tot onderstaand diagram voor de onderlinge positie van opeenvolgende cellen.
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Men noemt dit wel het “van Iterson diagram”, kortom samengesteld uit de hiervoor berekende cirkelbogen voor alle mogelijke 
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, de verticale lijn.
Fibonacci-varianten zijn in dit diagram groen weergegeven en de twee Lucas-varianten rood !

Rest vervolgens nog de vraag, hoe je de parameters 
[image: image90.wmf])
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 bepaalt, gegeven de parastichy numbers 
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 van een stelsel, én gegeven een celnummertoename 
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Wel, je vindt hiervoor een directe aanwijzing in het volgende stelsel overeenkomsten :
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De spiraalovergang 
[image: image94.wmf])
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 impliceert een zélfde overgang 
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en een overgang 
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 impliceert dan op dezelfde wijze  
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In de tekening hiervoor gaat de minst steil verlopende zijde of spiraal kortom over in een nieuwe spiraal, die aanvankelijk qua richting exact samenvalt met de deellijn van de getekende driehoek.

Aan spiraalstelsel 
[image: image98.wmf])
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 kan slechts één ander stelsel direct voorafgaan, en welk stelsel dat is hangt af van het gegeven of 
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, wat staat voor de draairichting van spiralen.

Voor 
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 is dat de overgang  
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  dus eveneens  
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Voor 
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 geldt dan de overgang  
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Dit gegeven verschaft je een methode om de getallen 
[image: image107.wmf])
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 expliciet te kunnen bepalen, en wel als volgt:  doorloop eerst stapsgewijs alle voorafgaande stelsels tot aan 
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 en stel de dan verkregen 
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gelijk aan  ( 1,0 ) . Onderstaand zie je hoe dit precies in zijn werk gaat.

Mochten hier negatieve waarden uitrollen, geen nood, je mag bij 
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 altijd een geheel aantal malen 
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 optellen. Immers voldoet 
[image: image112.wmf])

,

(

b

a

 dan voldoet automatisch ook 
[image: image113.wmf])

.

,

.

(

n

k

b

m

k

a

+

+

.
Ter illustratie dit voorbeeld met hier de waarden  
[image: image114.wmf])
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Resteren de vergelijkingen  
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  en  ( 7b – 4a ) = 0 ,  zodat 
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Hierbij nog wel het volgende. Normaal gesproken geldt voor de twee parastichy numbers
[image: image118.wmf])
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, dat de grootste gemene deler hiervan gelijk is aan één. Dat geldt dan automatisch ook voor alle mogelijke navolgende en voorafgaande stelsels met parastichy numbers 
[image: image119.wmf])
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Is dat daarentegen niet het geval, dan is er sprake van een meervoudige spiraalstructuur, zoals de tweevoudige Fibonacci-structuur, om er maar eens een te noemen. Ook deze komen in de levende natuur regelmatig voor.

Het ‘van Iterson-diagram’ hierboven begint dan feitelijk niet met de waarden 
[image: image120.wmf])
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, maar met de waarden 
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. Er ontstaat dan echter wél een probleem met de wijze waarop cellen zoal worden genummerd.  Cellen die gelijktijdig ontstaan krijgen namelijk vanzelf eenzelfde celnummer toegewezen en liggen bovendien op eenzelfde afstand van het middelpunt. 
In geval van een tweevoudige Fibonacci-structuur bevinden deze cellen zich steeds aan weers-zijden, dus t.o.v. elkaar verdraaid over een hoek van 180 graden.

Nu mag je in een dergelijke situatie in principe uitgaan van een model met parastichy numbers 
[image: image122.wmf])
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 in bovenstaand diagram, en nadien het aantal cellen in het raster vermeerderen door eenvoudig álle spiralen te verdubbelen. Bovendien moet je de divergentiehoek dan halveren.

Als je er even goed over doordenkt, dan is een bladstand om-en-om evident de ( 1, 1 ) -variant.
Je kunt je namelijk in beide draairichtingen een schoefvormige spiraal of “helix ” voorstellen, waarbij je bladeren een voor een in volgorde langsloopt. Uit bovenstaand diagram is direct af te lezen, dat de bijbehorende divergentiehoek in dit geval gelijk is aan 180 graden. 
Evenzo is de kruiswijze bladschikking typisch een
[image: image123.wmf])
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Het ‘van Iterson-diagram’ beschrijft dus feitelijk ook déze vormen van phyllotaxis.
Waarom de bladstand in deze gevallen relatief gezien zo veel eenvoudiger is, dit in tegenstelling tot die planten waarbij bladeren veel duidelijker zijn geordend op basis van de Fibonacci-reeks, heeft te maken met de snelheid waarmee primordia in de ringvormige zone rond de centrale top groeien, alsook de snelheid waarmee die top zélf uitgroeit, én vanzelfsprekend ook de vorm van de top.  Onderstaand zal ik hier kort nog even op ingaan. Al met al een benadering, die eigenlijk in vele opzichten al een stuk realistischer is.

Tot slot nog een belangrijke opmerking m.b.t. de keuze Fibonacci-variant of Lucas-variant:

In de situatie waarin een jongste cel exact wordt ingesloten door drie oudere - niet even grote - cellen, zie je in principe twee spiralen met indices  1  en  2  netjes in een tegengestelde draai-richting.  Op dat moment grenst de jongste cel weliswaar ook aan de oudste cel en is er dus een begin van een spiraal met index 3, alleen is het dan nog niet duidelijk, in welke draairichting deze spiraal zal verlopen. In het van Iterson diagram komt dit overeen met het snijpunt van de drie cirkels met parastichy numbers  ( 2, 1 ), ( 3, 1 ) en ( 2, 3 ) , en er zijn dan feitelijk twee keuze-mogelijkheden. Nu zie je deze indices terug in zowel de reeks van Fibonacci:  ( 1, 2, 3, .. )  als in de reeks van Lucas:  ( 2, 1, 3, .. ) . Echter is de volgorde van de drie indices in beide reeksen, en inherent dus ook de draairichting van de drie spiralen, in deze twee varianten klaarblijkelijk niet hetzelfde !  Dat onderscheid bepaalt welke spiraalstructuur uiteindelijk ontstaat. 
Verloopt een spiraal met onderlinge celnummerafstand gelijk aan 1 rechtsom en aan 2 linksom, dan verloopt in de Fibonacci-variant de spiraal met onderlinge celnummerafstand 3 rechtsom. 
In de Lucas-variant verloopt deze spiraal daarentegen juist in de tegenovergestelde draai-richting, in volgorde: spiraal type 2 linksom, spiraal type 1 rechtsom, en spiraal type 3 linksom. 
Dit maakt ook meteen duidelijk wat er gebeurt. 
In de Fibonacci-variant worden steeds de twee oudste van de drie cellen uiteengedrukt, terwijl dat in de Lucas-variant blijkbaar de jongste en oudste cel zijn. En dat verschil bepaalt precies de draairichting van de spiraal met een celnummerafstand gelijk aan 3, linksom of rechtsom, gegeven de draairichting van de twee andere spiralen. 
In feite ligt de Fibonacci-variant het meest voor de hand, maar deze afwijkende variant wil er blijkbaar zo nu en dan dan toch net even tussendoor glippen. 
Een speling van de natuur, zal ik het maar noemen......

De invloed van de al of niet gekromde vorm van het oppervlak en de groeisnelheid van cellen.


Hiervoor ga ik uit van twee basisformules, waarvan ik de eerste tevens nog differentiëer :
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Welke indices 
[image: image127.wmf])
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 - de zogeheten ‘parastichy numbers’ - al of niet mogelijk zijn en tevens de grootte van de hoek 
[image: image128.wmf]b

 tussen de spiralen onderling, hangt in elk punt volledig af van de waarde van 
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 de omtrek is ter plaatse en 
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 de diameter is van cellen of pitten. De omtrek 
[image: image132.wmf])

2

(

R

p

 hangt daarbij af van de vorm van het oppervlak waarlangs cellen of pitten zich moeten ordenen, terwijl diameter 
[image: image133.wmf]D

 wordt bepaald door de groeisnelheid van de diverse cellen.

Nu zie je hierin veelal een fase optreden, waarin de groei kortdurend sterk versneld verloopt. 
Met behulp van de twee vergelijkingen hierboven kun je goed aangeven wat het verband is tussen 
deze twee parameters  – omtrek en groeisnelheid -  en de ordening die daar zoal uit voortvloeit.

Uitgeschreven is de afgeleide van de eerste vergelijking  - hier vermenigvuldigd met 
[image: image134.wmf]2
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Door substitutie van 
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Dit is verder nog uit te werken tot de differentiaalvergelijking :
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Het ziet er wellicht wat ingewikkeld uit, maar dit is naar blijkt een uitermate zinnige formule, want hierin zijn onmiddellijk twee hele belangrijke parameters te herkennen, namelijk :
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    welke de vorm van het oppervlak beschrijft als functie van radius R
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    die de groeisnelheid bepaalt van cellen als functie van celnummer N 

In aansluiting hierop volgen uit bovenstaande tevens nog de afgeleiden naar celnummer N:
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In principe is het - gegeven de vorm van het oppervlak en de groeisnelheidscurve van cellen - mogelijk om met behulp van deze formules elk model iteratief volledig na te bootsen ! 
Het is dan overigens wel verstandig om hier een goed uitgekiend iteratie-model voor te kiezen. 
Uiteraard hebben deze formules betrekking op een statisch model, een soort momentopname. 

Uit bovenstaande formule voor 
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 kun je nog een aantal belangrijke conclusies trekken. 
Is bijvoorbeeld de celgrootte 
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 constant, dan valt de tweede term in de formule vanzelf weg. En gaat het om een niet gekromd oppervlak, dan is 
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 constant, en in geval van een plat vlak gelijk aan.  In een bepaalde fase kan de groeifactor 
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 tijdelijk zo groot zijn, dat 
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 daardoor vrijwel niet meer toeneemt of wellicht zelfs negatief wordt !
Een kromming van het oppervlak waarbij  
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zoals bijvoorbeeld bij de dennenappel maakt dat 
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 voorbij het breedste punt vrijwel zeker negatief zal zijn met directe consequenties voor mogelijke spiralen en bijbehorende ‘parastichy numbers’ 
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Aardige van de afleiding hierboven is, dat je nu ook andere wijzen van ordening - bekend binnen de phyllotaxis – zoals de om-en-om- en kruiswijze bladschikking hiermee goed kunt beschrijven. Het hangt er maar net van af, of cellen elkaar tijdens het delings- en groeiproces al of niet in de weg zitten en elkaar daarbij verdringen. Is dat immers niet het geval, dan is er ook geen enkele reden voor het ontstaan van een spiraalstructuur. Maar zitten cellen elkaar in de weg tijdens het groeiproces, dán ontstaat in de regel wél een zekere ordening of spiraalstructuur. Wat daarvan de uitkomst is, hangt af van zowel de vorm van het oppervlak als de snelheid waarmee cellen vol-groeien. Dit gegeven maakt, dat je in de natuur ook veelvuldig divergentiehoeken zult opmerken tussen opeenvolgende bladeren, die dan niet zozeer voldoen aan de Gulden Snede, maar zich veeleer verhouden volgens opeenvolgende getallen uit de reeks van Fibonacci.


Terloops zij nog opgemerkt, dat het hiervoor getekende ‘van Iterson diagram’ niet helemaal volledig is.  Naar boven toe  – langs de ( 1, 1 )-variant -  valt terdege ook nog wel het een en ander te onderzoeken, temeer als je dus bedenkt, dat er situaties mogelijk zijn, waarin van verdringing van cellen onderling niet noodzakelijk sprake hoeft te zijn. In principe is een veel willekeuriger patroon dan ook zeker denkbaar. Maar dat spaar ik liever voor een andere keer. 


Het van Iterson-diagram is al met al een erg nuttig hulpmiddel in het beschrijven van spiraal-structuren. Weliswaar betreft dit diagram de ordening van cellen in een ruitvormig raster langs een cilindervormig oppervlak, de waarden voor de divergentiehoeken blijken ook in een meer realistisch en gekromd model, én in modellen waarin cellen in grootte toenemen, goed te voldoen aan de waarden die uit dit diagram volgen.


Ik hoop dat ik met deze toelichting enigszins heb kunnen bijdragen aan een beter begrip van het ontstaan van die karakteristieke structuren, die zo veelvuldig in de natuur voorkomen.
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   website :  members.chello.nl/~jlmbar
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